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THE METHOD OF RADIAL BASIC FUNCTIONS  
FOR APPROXIMATION OF GROUND SURFACE RELIEF  

 
Abstract. Approximation shaped surface of the medium is a necessary step for the numerical modeling in 

electrical tomography. Radial basis functions (RBF) method is a new technique currently used to approximate the 
surface of media based on a discrete set of the coordinates of points lying on that surface. The paper describes the use 
of the radial basis functions method for the interpolation of the ground surface relief in the problem of electrical 
sounding. A comparison of the results for different radial functions is provided. 

Key words: electrical sounding, radial basic functions, interpolation, approximation of relief form. 
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АППРОКСИМАЦИЯ ПОВЕРХНОСТИ РЕЛЬЕФА  
ДНЕВНОЙ ПОВЕРХНОСТИ МЕТОДОМ RBF  

 
Аннотация. Для численного моделирования в задачах электрического зондирования нужно аппрокси-

мировать дневную поверхность Земли. В статье описывается реализация метода радиально базисных функ-
ций для аппроксимации рельефа дневной поверхности. Приводятся численные эксперименты аппроксимации 
на модельных задачах и тестирование полученных результатов, подтверждающие эффективность примене-
ния радиально базисных функции. 

Ключевые слова: задача электрического зондирования, радиально базисные функции, интерполяция 
поверхностей, метод RBF. 

 

Введение. Численный алгоритм решения интегрального уравнения для прямой задачи зонди-
рования над однородной средой с рельефом дневной поверхности был реализован для модельных 
форм рельефа, задаваемых аналитически. В практических приложениях параметры рельефа опре-
деляются шагом по профилю (расстояние между электродами) и высотами приемных электродов, 
расположенных вдоль исследуемого профиля, измеренными в полевых условиях. На основе этих 
данных требуется построить функцию рельефа поверхности. Эта функция должна удовлетворять 
требованиям, необходимым для численной реализации метода интегральных уравнений. Во - 
первых, для каждой точки поверхности должна быть определена нормаль к поверхности, кроме 
этого, необходимо, чтобы в промежуточных точках функция не имела изломов и больших градиен-
тов. Как показано в работе [1], наличие изломов поверхности ведет к появлению паразитных нефи-
зических аномалий на кривых зондирования, что крайне нежелательно для дальнейшей интер-
претации. Самым благоприятным для численного расчета является случай, если поверхность 
удастся представить единой формулой в виде некоторой гладкой функции относительно простого 
вида. При этом мы должны обеспечить условие жесткой аппроксимации, т.е. наша поверхность 
должна проходить через заданные точки (высоты). 
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Для одномерных данных существует много методов решения таких проблем, а для 3D-мерного 
случая выбор методов намного суживается. Допустим, что мы хотим аппроксимировать поверх-
ность в виде линейной комбинации некоторых базисных функций. Можно показать, что для лю-
бого набора базисных функций n

ii x 1=)}({ , (n>1) (не зависимо от точек данных), существует мно-

жество различных точек n
iix 1=}{ таких, что линейная система уравнений для определения коэффи-

циентов i  становится сингулярной. Этот результат называют теоремой Хаара. Эту проблему 

можно обойти, следуя другим подходам к построению интерполирующей функции. Вместо того, 
чтобы брать линейные комбинации из набора базисных функций, которые не зависят от точек 
данных, необходимо чтобы базис формировался из сдвигов одной базисной функции, которая 
симметрична относительно центра. Этот подход впервые использовал Р.Л.Харди [2], он назвал его 
методом радиально базисных функций (RBF - Radial basis functions). Харди использовал данный 
метод для того, чтобы решить задачу картографии, а именно, учитывая множество редких рассеян-
ных измерений от некоторых исходных точек на топографической поверхности, построить «удо-
влетворительно» непрерывную функцию, которая представляет эту поверхность. Так как радиаль-
ные базисные функции основаны на жесткой интерполяции, их начали применять для создания 
сглаженных поверхностей. Использование радиальных базисных функций для аппроксимации 
многомерных поверхностей было предложено и применено в работе [3]. 

Метод радиально базисных функций (RBF) для аппроксимации рельефа дневной поверх-
ности. Общая идея метода [4-6] заключается в том, что для заданного набора n точек и n

iix 1=}{  

соответствующих значений n
iif 1=}{  выбирается набор базисных функций n

ii x 1=)}({  таким образом, 

что линейная комбинация этих функций удовлетворяет условиям интерполяции. Искомая функция 
)( xf  ищется в виде:  

),(=)(
1=

xxf ii

n

i

  

таким образом, что в узлах сетки выполняется равенство  
nifxf ii ,2,1,=,=)(                                                                (1) 

Условия интерполяции приводят к системе линейных уравнений, определяющей коэффициен-
ты i . В методе RBF интерполирующая функция задается по формуле  

|),(|=)(
1=

ii

n

i

xxxf    

где 0),( rr , функция одной переменной, зависящая только от расстояния между точками x  и 

ix . Согласно [2], в качестве радиальной функции )(r  могут быть использованы следующие функ-

ции: гауссиан )(exp 22r , обратная к квадратичной   1221


 r , обратная к корню из квадратич-

ной   2

1
221


 r , пропорциональная корню из квадратичной 2

1
22 )(1 r , линейная r , кубическая 

3r , а также функция )(ln2 rr . 

Коэффициенты i  определяются из интерполяционных условий (1), которые приводят к 

системе линейных уравнений с симметричной матрицей:  
,= fA                                                                          (2) 

где элементы матрицы À  задаются в виде:  
 

|).(|=, jiji xxA 
 

 

Приведем формулы релизации метода RBF при интерполировании поверхностей (трехмерный 

случай). Для заданного набора n  точек плоскости Oxy  )1,=(}{ nixi  и соответствующих значений 
n
iif 1=}{  строится интерполирующая функция ),( yxs  двух переменных. 
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Тогда интерполирующая функция имеет вид:  

 ,),(=),(
1=

ii

n

i

xyxyxs                                                            (3) 

где используются те же, что и в одномерном случае радиальные функции  , а знак .  означает ев-

клидову норму вектора. Коэффициенты i  составляют вектор решения СЛАУ из формулы (2), где  

  ).1,=,(,=, njixxA jiji                                                            (4) 

Простая форма метода делает его реализацию чрезвычайно простой. Полученная таким обра-
зом аппроксимация позволит описать рельеф единообразными аналитическими формулами. 

Результаты численных экспериментов. На основе предложенного выше метода было 
проведено несколько численных экспериментов на модельных задачах и построены графики 
интерполирующих функций. 

Для точек    25,25=,25,25=,,  lklhkh  в качестве модельной задачи для аппроксимации 

трехмерных поверхностей была выбрана следующая функция )(cos)(sin 22 yxyx  ; 
Для тестирования полученных результатов мы определяли максимальное отклонение от 

интерполирующей функции в узлах для каждой радиальной базисной функции - 

ni
i

z
i

z
i

y
i

xRBF  1,}){},{},({max . 

Функции для расчета коэффициентов задавались на грубой сетке, а результаты расчетов 
сравнивались на мелкой сетке и вычислялись отклонения от аналитически заданных значений. 

Для применения формул метода RBF введем обозначения  hlhkxi  ,= , где 

mlmmki  1)(2)(= . Значения n
iif 1=}{  вычисляются по аналитической формуле соответ-

ствующей модельной задаче. На графиках приведены численные результаты для шага 0.1=h  и 

1.0=,1)(=25,= 2 mnm .  

Для функции )(cos)(sin 22 yxyx   программа выдала результаты показанные на рисун- 
ках 1-3. 

 
 

а – 0.00082944 ,)(exp=)( 22  rr                   б –   8-122 10*9.69069 ,1=)( 


rr   
 

Рисунок 1 – Аппроксимация при помощи радиальных базисных функций: 
а – Гауссиан; б – Обратная к квадратичной 
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а –    10*2,22736 ,1)( 7-2

1
22 


rr 

           б – 550.00002085 ,)(1)( 2

1
22  rr   

 

Рисунок 2 – Аппроксимация при помощи радиальных базисных функций: 
а – Обратная к корню из квадратичной; б – пропорциональная корню из квадратичной 

 

 
 

а – 
-1310*1.71529 , r            б – 

-113 10*4.14393 , r  
 

Рисунок 3 – Аппроксимация при помощи радиальных базисных функций: 
а – линейная; б – кубическая 

 

Значения n
iif 1=}{  в узлах сетки n

iix 1=}{  выделены на графиках красным цветом. Интенсивность 

окраски на рисунках 1 а), 2 а), б) для функций )(exp=)( 22rr   ,   ,1)( 2

1
22 

 rr   

2

1
22 )(1)( rr    является следствием влияния плохой обусловленности матрицы A  (т.е. значе-
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ние 1>>=)( 1AAAcond ) из формулы (4) на решение системы (2). Однако выбор радиальных 

функций   3122 ,,1=)( rrrr


   является удачным (рисунки 1 б), 3 а), б)), гладкость интерполи-

рующей функции ),( yxs  обеспечивает хорошая обусловленность соответствующих матриц. 
Выводы. Метод радиально базисных функций был реализован при разработке алгоритма 

автоматического построения адаптивной сетки, с учетом геометрии измерительной установки для 
аппроксимации рельефа дневной поверхности. Выполнены численные эксперименты аппрокси-
мации на модельных задачах и тестирование полученных результатов, показывающие эффек-
тивность применения радиально базисных функции. На практике для построения интерполи-
рующей функции для аппроксимации рельефа методом RBF есть возможность выбрать подхо-
дящую радиальную функцию, подбирая требуемую гладкость формы поверхности для решения 
задачи электрического зондирования постоянным током методом интегральных уравнений. 

Работа поддержано грантом МОН РК № гос. регистрации 0115РК01424. 
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ЖЕР БЕТІ БЕДЕРІН RBF ƏДІСІ АРҚЫЛЫ АППРОИМАЦИЯЛАУ 
 

Аннотация. Мақалада жер беті формасының аппроксимациясы қарастырылған. Электрлік томография 
есептерінде сандық моделдеу үшін ортаның бетінің формасын аппроксимациялау қажет. Қазіргі кезде орта-
ның бетінде жатқан нүктелер координаттарының дискретті жиыны арқылы беттің формасын жуықтау үшін 
радиал базисты функциялар (RBF) əдісі қолданылады. Бұл жұмыста электрлік зодттау есебі үшін осы амалды 
Жер бетінің қыртысының формасын жуықтауда қолданысы көрсетілген. Əр түрлі радиал функциялар үшін 
есептеу нəтижелері салыстырылған. 
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