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NONLINEAR MODEL OF THE DRILLSTRING TAKING  
INTO ACCOUNT INFLUENCE OF BOREHOLE FRICTION 

 
Abstract. In this paper the nonlinear mathematical model of transverse vibrations of drill strings taking        

into account influence of borehole friction are developed. The drill string is modeled as an elastic rod rotating with 
constant angular velocity and compressed by constant axial load. The equations of motion were derived using the 
assumptions of nonlinear theory of finite deformation by V. V. Novozhilov and variational method of Ostrogradskii-
Hamilton. Applying the Ostrogradskii-Hamilton's method, a system of two interrelated nonlinear partial differential 
equations for the lateral vibrations of the mechanical system is constructed. To take into account contact and friction 
forces of the drill string interacting with the borehole wall the Hertzian contact law is used. The received model has 
nonlinear character both at the expense of the accounting of contact forces, and at the expense of assumptions about 
an extremity of deformations. A comparative analysis of the obtained nonlinear model with the classical linear model 
and other particular cases is carried out. The analysis showed the validity and generality of the obtained model. 

Keywords: drill string, nonlinear model, transverse vibrations, contact forces. 
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НЕЛИНЕЙНАЯ МОДЕЛЬ ДВИЖЕНИЯ БУРОВОЙ ШТАНГИ  
С УЧЕТОМ ВЛИЯНИЯ СИЛ ТРЕНИЯ О СТЕНКИ СКВАЖИНЫ 

 
Аннтоация. В работе разработана нелинейная математическая модель изгибных колебаний бурильных 

колонн с учетом влияния контактных сил. Буровая колонна моделируется как упругий стержень, который 
вращается с постоянной скоростью и находится под действием постоянной продольной нагрузки. При вы-
воде уравнений движения использовались допущения нелинейной теории конечных деформаций В. В. Ново-
жилова и вариационный метод Остроградского-Гамильтона. Применяя метод Остроградского-Гамильтона, 
построена система из двух нелинейных взаимозависимых уравнений в частных производных для поперечных 
колебаний механической системы. Для учета контактных сил и силы трения буровой колонны о стенки 
скважины использовался контактный закон Герца. Полученная модель имеет нелинейный характер как за 
счет учета контактных сил, так и за счет допущений о конечности деформаций. Проведен сравнительный 
анализ полученной нелинейной модели с классической линейной моделью и другими частными случаями, 
который показал достоверность и общность полученной модели. 

Ключевые слова: бурильная колонна, нелинейная модель, поперечные колебания, контактные силы. 
 

Введение. Активное освоение залежей нефти и газа делает нефте-газодобывающую отрасль 
одной из динамично развивающихся отраслей промышленности. Ее успехи существенным образом 
зависят от качества и совершенства буровых установок, влияющих на скорость бурения скважин и 
добычи нефти. При этом бурение скважин связано с большими затратами труда, времени и сред-
ств, поэтому к нему, как к технологическому процессу в добывающей промышленности, в настоя-
щее время уделяется большое внимание и ставятся высокие требования по безопасности. 
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Известно, что при теоретическом моделировании динамического поведения бурильной колон-
ны в процессе бурения необходимо интегрировать дифференциальные уравнения их равновесия и 
колебаний. Такие задачи могут быть сопряжены со значительными аналитическими и вычисли-
тельными трудностями, обусловленные чаще всего сложной комбинацией статических и динами-
ческих силовых факторов, действующих на бурильную колонну в процессе бурения. Одним из 
таких факторов может быть неоднородное поле внутренних продольных сил в бурильной колонне, 
формируемое силами тяжести колонны, долота и центраторов, а также вертикальной реакцией 
взаимодействия долота и разрушаемой породы. Не менее важным фактором может быть вращение 
бурильной колонны, в результате которого генерируются центробежные и кориолисовы силы 
инерции. Другой фактор, внимание которому уделяется реже, – это действие крутящего момента, 
приводящий колонну во вращение и служащий для создания усилия резания породы. Еще один 
осложняющий фактор – это влияние сил контактного взаимодействия и трения бурового оборудо-
вания о стенки скважины.  

Среди известных работ по бурильным установкам можно выделить работы Саркисова Г.М., 
Сарояна А.Е., Барского И.Л, Мардонова Б., Гафурова Ж.К., Рабиновича Н.Р., Юртаева В.Г., Юни-
на Е.К. [1-5], и др. Среди современных работ большой вклад внесла украинская научная школа под 
руководством Гуляева В.И. [6, 7], большинство работ которых посвящено закручиванию буриль-
ных труб. Широко известны фундаментальные работы зарубежных исследователей таких как: 
Nandakumar K., Wiercigroch M., Khulief Y., Al-Sulaiman F.A. [8-14]. Тем не менее вопрос модели-
рования динамики буровых колонн с учетом нелинейных деформаций и осложняющих факторов 
до сих пор является малоисследованным. 

Целью данной работы является разработка и анализ нелинейной математической модели 
пространственного деформирования вращающейся бурильной колонны с учетом влияния сил 
трения о стенки скважины.  

Модель упругого деформирования буровой штанги. Для построения динамической модели 
движения буровой штанги с учетом конечных деформаций и влияния сил трения о стенки скважи-
ны используется наиболее общий, математически обоснованный и точный вариационный принцип 
Остроградского-Гамильтона, широко используемый при решении прикладных задач. Для опреде-
ления полной энергии буровой штанги необходимо задать модель упругого деформирования 
буровой штанги, а также контактного взаимодействия штанги со стенками скважины.  

Здесь рассмотрен случай пространственного изгиба буровой штанги. Буровую штангу будем 
рассматривать как цилиндрический стержень с постоянной площадью поперечного сечения А, 
вращающегося вокруг оси OZ с постоянной угловой скоростью ω и находящегося под действием 
сжимающей продольной нагрузки. Через ,u v  обозначим составляющие поперечного перемещения 
в плоскостях XOZ и YOZ, соответственно. 

Для тензора деформации будет применена вторая система упрощений по В. В. Новожилову 
[15], что позволит получить нелинейные уравнения движения буровой штанги с учетом конечных 
деформаций. 

Тогда, согласно обобщенной модели пространственного деформирования стержневых эле-
ментов А. П. Филиппова [16], упругие перемещения буровой штанги для рассматриваемого случая 
запишутся в следующем виде: 

 
( , , , ) ( , ) ,

( , , , ) ( , ) ,

( , ) ( , )
( , , , ) .

U x y z t u z t

V x y z t v z t

u z t v z t
W x y z t x y

z z





 
  

                                                  

(1) 

где ( , ), ( , )u z t v z t  – перемещение центра изгиба поперечного сечения вдоль осей x, y вследствие 
изгиба. 

Относительные удлинения и углы поворота волокна после деформации: 
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                                                 (2) 

Упругий функционал определен как: 

 
   2 2 2 4 4 2 21 5 6

(1 ) ,
1 2 2 2U zz zz x y x y x y

G
e e

      


           
  (3) 

где  
12

E
G  – модуль сдвига; E – модуль Юнга (модуль упругости материала);  – коэффи-

циент Пуассона, zze  определяет относительное удлинение параллельно оси z ; zyx  ,,  – углы 

поворота относительно соответствующих осей. 
Через найденный функционал (3) определяется потенциальная энергия стержня: 
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

  

(4) 

где ,x yI I  – осевые моменты инерции; A  – площадь поперечного сечения буровой штанги. 

Кинетическая энергия буровой штанги, вращающейся с угловой скоростью ω, определяется 
как: 
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 (5) 

где   – плотность материала бурильной колонны;   – скорость вращения стержня. 
Действие продольной нагрузки будет учтено в потенциале внешних сил: 
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   (6) 

Но прежде чем использовать принцип Остроградского-Гамильтона [16-[17][18]18] для 
получения нелинейной математической модели упругих колебаний бурильной колонны, 
необходимо так же учесть силы контактного взаимодействия и трения буровой штанги о стенку 
скважины. 

Силы контактного взаимодействия и трения. Их виртуальная работа. Будем предпола-
гать, что контакт буровой штанги со стенкой скважины происходит только в одной точке, причем в 
том сечении, где обычно наблюдается наибольшая амплитуда изгибных колебаний. Схема кон-
тактного взаимодействия буровой штанги и стенки буровой скважины изображены на рисунке 1. 

Предполагается, что между штангой и стенкой скважины образуется зазор bcl , и в случае, 
когда центр поперечного сечения штанги приближается на расстояние меньше зазора, то начинает 
действовать сила контактного взаимодействия F. Так же в этой точке, в силу вращения штанги, 
будет возникать сила трения, которая пропорциональна силе контактного взаимодействия с коэф-
фициентом пропорциональности µ. 
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Рисунок 1 – Схема действия сил контактного взаимодействия и трения 
 

Сила контактного взаимодействия будет получена из контактного закона Герца [19]: 
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где Kh – жесткость Герца, которая может зависеть от свойств материала и геометрии объектов [20]; 
2 2 =r u v  – положение геометрического центра поперечного сечения буровой штанги. 

В итоге виртуальная работа сил контактного взаимодействия и трения о стенку скважины 
будет выглядеть следующим образом: 
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 (8) 

где  cz z   – дельта функция Дирака; cz  – сечение в котором происходит контакт;   – скорость 

штанги в точке контакта, которая определяется как: 
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здесь R – внешний радиус буровой штанги. 
Уравнения движения буровой штанги. Используя вариационный принцип Остроградского-

Гамильтона: 
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и полученные ранее выражения для кинетической и потенциальной энергии, а также для потен-
циала внешних нагрузок и работы сил контактного взаимодействия и трения о стенку скважины 
(8)–(9), приходим к следующим уравнениям движения буровой штанги: 
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 (11) 
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  (12) 

с краевыми условиями: 
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Полученные уравнения движения с краевыми условиями носят нелинейный характер, так как в 
них учитывается геометрическая нелинейность и нелинейность силы контактного взаимодействия. 

Частные модели движения буровой штанги. Общность нелинейной модели (11)-(12) позво-
ляет получать из нее частные модели при тех или иных допущениях, например: 

а) классическая линейная модель движения буровой штанги 
Очевидно, что если пренебречь нелинейными членами в построенной модели (11)-(12), то 

получим уравнения изгибных колебаний для классического линейного случая, широко известные в 
литературе: 
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б) модель движения буровой штанги при малых деформациях (геометрическая линейность) с 
учетом контактного взаимодействия и трения штанги о стенку скважины: 
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 Здесь нелинейность модели проявляется за счет нелинейности сил контактного взаимодействия 
штанги со стенками скважины и сил трения. 

в) модель движения буровой штанги при конечных деформациях без учета сил контактного 
взаимодействия и трения штанги о стенку скважины: 
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  (19) 

и другие случаи. 
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Это говорит о достоверности полученной модели (11)–(12), тестируемой классической линей-
ной моделью, ее общности и полноте в описании динамики реалистичных процессов, происхо-
дящих при бурении скважин, что позволяет получать из (11)–(12) частные модели. Для выявления 
особенностей нелинейной модели (11)–(12) необходимо провести ее анализ, выявить влияние нели-
нейных факторов на поведение динамической системы с целью определения опасных нежелатель-
ных процессов и исключения их из рабочих режимов движения буровой штанги. Для этого ниже 
проводится численный анализ модели при заданных геометрических, физических и рабочих ха-
рактеристиках штанги. 

Заключение. В данной работе была разработана нелинейная математическая модель движения 
буровой штанги с учетом конечных деформаций и влияния сил трения о стенки скважины. Модель 
включает нелинейность как за счет учета сил трения и контакта буровой колонны со стенками 
скважины, так и геометрическую нелинейность за счет использования допущений нелинейно тео-
рии упругих деформаций В.В. Новожилова. Был проведен сравнительный анализ полученной 
нелинейно модели с частными случаями, такими как классический линейный или нелинейная мо-
дель без учета сил трения о стенки скважины. Анализ показал достоверность полученной модели, 
ее общность и полноту в описании динамики изгибных колебаний буровой колонны.  
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ҰҢҒЫМА ҚАБЫРҒАСЫНДАҒЫ ҮЙКЕЛІСТІ ҚАРАСТЫРА ОТЫРЫП БҰРҒЫЛАУ 
ҚАРНАҒЫНЫҢ ҚОЗҒАЛЫСЫНЫҢ СЫЗЫҚТЫ ЕМЕС МОДЕЛІ 

 
Аннотация. Мақалада түйісу күштері қарастырылып мұнай жəне газ ұнғымасын бұрғылау үшін қолда-

нылатын бұрғылау қарнағының көлденең тербелесінің сызықты емес динамикалық математикалық моделі 
құрылған. Бұрғылау қарнағы тұрақты жылдамдықпен айналып жатқан жəне көлденең күштің əсері кезіңде 
жұмыс істеп жатқан серпімді білік моделі арқылы пішінделді. Қозғалыс теңдеулерін қорыту кезінде В. В. Но-
вожиловтың ақырлы деформациялар теориясы жəне Остроградский-Гамильтон варияциялық тəсілі қолда-
нылды. Остроградский-Гамильтон əдісі арқылы көлденең механикалық жүйенің тербелісі үшін дербес туын-
дылы өзара байланысқан екі дифференциялдық теңдеу алынды. Түйісу күштерін қарастыру үшін Герцтің 
түйісу заңы қолданылды. Қорытылған модель түйісу күштерін жəне деформциялардың ақырлығын қарас-
тырғандықтан сызықты емес түрде болып табылады. Алынған сызыты емес моделді классикалық сызықты 
модельмен жəне қосымша жеке нəтижелермен салыстыру арқылы оның сенімділігі жəне ортақтығы рас-
талды. 

Түін сөздер: бұрғылау қарнағы, сызықты емес модель, көлденең тербелісі, түйісу. 
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